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1 Die Heisenbergsche Unschérferelation

Die Heisenbergsche Unscharferelation (etwa fir Ort und Impuls) in der Form:

Ax - Apy 2 (1)

gehort zu den Eckpfeilern der Quantentheorie und markiert den Unterschied zur klassischen Physik be-
sonders eindriicklich. Im Physikunterricht der Oberstufe ist sie ein etablierter Inhalt. Aber wie ist ihre
Aussage eigentlich genau zu verstehen? Bereits der sprachliche Ausdruck ist nicht eindeutig: Sind ,,Un-
scharferelation” und ,,Unscharfeprinzip” eigentlich dasselbe? Bezeichnet Ax eine ,Ungenauigkeit”, eine
,Unscharfe”, die ,Unbestimmtheit” oder einen , Fehler“? Und wie ist das ,A”“ exakt definiert? Als Stan-
dardabweichung oder durch eine andere statistische KenngréRe? Gilt die obige Aussage auch (oder viel-
leicht sogar nur) bei gemeinsamer Messung beider GroRen? Welcher Zusammenhang besteht iberhaupt
zu tatsachlichen Messungen (und der dadurch verursachten ,unkontrollierten Stérung“?) Ist die Un-
scharferelation zwischen Energie und Zeit etwas prinzipiell anderes als die Beziehung zwischen Ort und
Impuls? Dies sind erstaunlich viele Fragen fiir einen ,Eckpfeiler, dem man ja eine gewisse Soliditat zu-
schreiben mochte.

Natirlich geben die einschlagigen Lehrblicher der Quantenmechanik und die daraus abgeleiteten Ele-
mentarisierungen fir den Physikunterricht mehr oder weniger eindeutige Antworten auf viele dieser
Fragen. Erst jingst hat Tobias Jung [1] in dieser Zeitschrift den Versuch unternommen, die philosophi-
schen Implikationen der Quantentheorie ausgehend von der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation
auszuloten und sich dabei ebenfalls in die , Lehrbuchtradition” ihrer Deutung gestellt.

In diesem Beitrag wollen wir jedoch auf neuere fachwissenschaftliche Entwicklungen eingehen, die eini-
ge dieser ,Lehrbuchauffassungen” ergianzen oder sogar revidieren. Verbliffenderweise wird dadurch
auch ein neues Licht auf elementare und schulrelevante Anwendungen der Unscharferelation geworfen;
etwa das Heisenbergsche y-Strahl Mikroskop, den Einfach- und den Doppelspaltversuch. Deshalb glau-
ben wir, dass in diesem Fall die Ergebnisse jlingerer Forschung wichtiges Hintergrundwissen fiir die un-
terrichtende Lehrkraft liefern kénnen und sogar unmittelbare didaktische Implikationen aufweisen.

2 Sprechweisen und Terminologie

Ein GroRteil der angedeuteten Begriffsverwirrung klart sich bereits, wenn man bericksichtigt, dass in der
neueren Forschungsliteratur nicht mehr von ,der” Unschéarferelation gesprochen wird, sondern mindes-
tens drei verschiedene (aber natiirlich zusammenhangende) Typen unterschieden werden [2,3]:

A. Die Unmoglichkeit, einen Zustand zu préparieren, bei dem konjungierte GréRen (wie Impuls
und Ort) gemeinsam einen exakten Wert haben. Die Breiten der Wahrscheinlichkeitsvertei-



lungen dieser Werte unterliegen einer Unscharferelation. Dies ist die Standardauffassung, die
sich in den meisten Lehrbuchdarstellungen findet.

B. Die Unmodglichkeit einer gemeinsamen genauen Messung solcher GroRen. Die gemeinsame
ndherungsweise Messung weillt Ungenauigkeiten auf, die einer Unscharferelation unterliegen.

C. Die Messung einer GrolRe aus einem Paar konjungierter Variablen flihrt auf eine Storung der
anderen GroRe. Die Genauigkeit der Messung und die GroRe der dadurch verursachten St6-
rung unterliegen einer Unscharferelation (in der Literatur als ,measurement-disturbance rela-
tion“ bezeichnet [2]).

Folgt man Busch et al. [3, S. 156], wird nur in der Kombination dieser drei verschiedenen Varianten der
volle Gehalt der quantenmechanischen Unscharfe ausgeschopft. Bereits in der Heisenbergschen Origi-
nalarbeit von 1927 [4] finden sich Aspekte aller drei Typen, wenn auch noch nicht streng geschieden und
deshalb auch zu Missverstandnissen einladend. Die mathematische Formalisierung von Unscharferelati-
onen vom Typ B und C erweist sich gleichzeitig als die schwierigste und ist Gegenstand aktueller For-
schung (siehe etwa [5]). Im unterrichtlichen Kontext ist eine Betonung der Unscharfebeziehung vom Typ
A sicherlich zu rechtfertigen und im Folgenden werden wir uns auch auf diesen Typ konzentrieren. Fir
diese scheint zunachst die mathematische Formalisierung am einfachsten zu sein und — so die tbliche
Auffassung — bereits seit 1929 vollstandig vorzuliegen. Mit Kritik an dieser Auffassung werden wir uns im
Folgenden beschaftigen.

Wenden wir uns nun kurz der Frage zu, ob der betreffende Zusammenhang als ,,Prinzip” bezeichnet wer-
den sollte. Wahrend im amerikanischen Sprachraum die Bezeichnung ,uncertainty principle” fur Glei-
chung (1) weit verbreitet ist, wird sie in der deutschsprachigen Literatur in der Regel (Heisenbergsche)
Unscharfe- oder Unbestimmtheitsrelation genannt. Auch Heisenberg selbst sprach praktisch nie von ei-
nem ,Prinzip“. Sofern es sich dabei nur um verschiedene Sprechweisen handelt ist die Frage sicherlich
wenig relevant. Jedoch schwingt in der Bezeichnung ,Prinzip“ ein behaupteter logischer Vorrang mit.
Beginnend mit Hermann Weyl [6] und Wolfgang Pauli [7] stellten viele Lehrbuchautoren die Unbe-
stimmtheit in der Quantenmechanik an den Beginn ihrer Darstellung. Das Lehrwerk zur Theoretischen
Physik von Landau und Lifschitz [8] folgt wie viele andere diesem Beispiel und beginnt in Kapitel 1 mit §1,
der ,Das Unbestimmtheitsprinzip” Gberschrieben ist. Darunter wird hier allgemein verstanden, dass
Quantenobjekten keine Bahn zugeordnet werden kann, also etwa im Doppelspaltversuch mit Elektronen
die Frage, durch welchen Spalt ein Elektron dringt, nicht beantwortet werden kann, ohne das Interfe-
renzmuster zu zerstoren. Dieses ,,Unbestimmtheitsprinzip” soll dann seinen formalen bzw. mathemati-
schen Ausdruck in der ,Unschéarfe-“ bzw. ,Unbestimmtheitsrelation” Gleichung (1) finden. In Abschnitt 5
werden wir zeigen, dass die Analyse des Doppelspaltversuchs mit Gleichung (1) gerade nicht gelingt.

3 Fachwissenschaftliche Hintergriinde

In der Regel macht man keinen Fehler, wenn man sich zunichst einen Uberblick tiber die fachwissen-
schaftliche Seite des Problems verschafft. In Lehrbichern der Quantenmechanik, deren mathematischer
Apparat das Schulniveau natirlich weit Gberschreitet, findet man typischerweise folgende Formulierung
der Unscharferelation (etwa [9] als eines von ungezahlten Beispielen):

AA - AB 2%|([A,B])| (2)



Hier sind A, B hermitesche Operatoren, 44 = /(A — (A))? die Standardabweichung mit (-) dem Erwar-
tungswert bezliglich eines beliebigen normierten Zustandes. Der Kommutator zwischen Orts- und Im-

pulsoperator hat den Wert [x,py]=X "Dy — Dy "X = i% und damit folgt Gleichung (1) als Spezialfall [9,

S. 100] — mit ,,Ax“ und ,Ap“ als Standardabweichungen. Diese duBerst elegante Formulierung der Un-
scharferelation, die die Unscharfe mit der Nichtvertauschbarkeit verkniipft, wurde von Robertson bereits
1929 angegeben. Jan Hilgevoord und Jos Uffink haben diese Standardformulierung jedoch kenntnisreiche
kritisiert [10]. Unter anderem bemangeln sie die Wahl der Standardabweichung als Streumal sowie die
Tatsache, dass die Energie-Zeit Unscharfe von dieser Formulierung nicht erfasst werden kann. Wir wer-
den in Folgenden noch auf diese Kritik zurtickkommen.*

Zunéchst halten wir fest, dass die Standardformulierung (Gleichung 2 bzw. Gleichung 1 als Spezialfall da-
von) zum Ausdruck bringt, dass die Unscharfe nichts mit einer tatsdchlichen Messung und der damit ver-
bundenen ,Stérung” der konjungierten GréRe zu tun hat, denn diese Faktoren gehen bei der Herleitung
gar nicht ein. Vielmehr bedeutet Gleichungen (1), dass kein quantenmechanischer Zustand gleichzeitig
einen scharf definierten Ort und Impulswert besitzt. Die meisten Darstellungen in Schulblichern betonen
dies auch mehr oder weniger deutlich. So lesen wir etwa im Metzler [11, S. 401]: ,Fir die Genauigkeit
der gleichzeitigen Messung komplementarer GroRRen gibt es eine prinzipielle Grenze, die eine Eigenschaft
der Mikroobjekte ist“. Die Formulierung: ,Ort und Impuls kénnen nie gleichzeitig exakt bestimmt wer-
den” [12, S. 240] lasst aber unndtigen Interpretationsspielraum, welche Bedeutung der experimentellen
Bestimmung zukommt. Der Hinweis auf die Schwierigkeit der gleichzeitigen Bestimmung der konjungier-
ten GroRen ist ebenfalls problematisch, wie wir gleich sehen werden.

Aber es bleibt natirlich richtig, dass jede Messung auch eine Stérung des Systems bedeutet. Dies sollte
jedoch nicht als Begriindung fur die quantenmechanische Unscharfe (vom Typ A) angesehen werden,
sondern kann eine Rolle bei der experimentellen Uberpriifung dieser Vorhersage spielen. In der Original-
arbeit Heisenbergs von 1927 [4] wird diese Unterscheidung nicht streng getroffen, weil Heisenberg (zu-
mindest zu diesem Zeitpunkt) die ,Bedeutung” bzw. ,Definition” einer Eigenschaft mit seiner ,Messbar-
keit” praktisch gleichsetzte (siehe [4, S. 174] und [13, S. 68f]). Jedoch ist zu beachten, dass die experi-
mentelle Uberpriifung auch so erfolgen kann, dass eine Stérung der konjungierten GréRe gar nicht mog-
lich ist. Etwa kann man zunachst eine Anzahl identischer Zustande praparieren und an je einer Halfte des
Ensembles anschlieRend eine Orts- bzw. Impulsmessung durchfiihren. Die Ergebnisse streuen gemaR
Gleichung (1) obwohl an jedem Element des Ensembles nur eine Messung durchgefiihrt wurde. Die
dadurch vorgeblich verursachte ,Storung” der konjungierten GroRRe kann hier also keine Rolle spielen
und der Hinweis auf die nicht , gleichzeitige Bestimmbarkeit” beschreibt den Sachverhalt ebenfalls nicht,
denn schlieRlich werden an keinem Objekt beide GroRen gemeinsam bestimmt.

Im Sinne der in Abschnitt 2 eingefiihrten Unterscheidung von drei verschiedenen Typen von Unscharfe-
relationen kann jedoch auch anders argumentiert werden: Gleichung (2) formalisiert den oben einge-
flhrten Typ A einer Unschérferelation. Der Hinweis auf das Problem der gemeinsamen Messbarkeit ver-
weist auf den Typ B einer Unscharferelation und schlielllich gehoren alle Argumente, die mit der Stérung

! Man beachte ebenfalls, dass diese Beziehung zustandsabhangig ist. Betrachtet man etwa einen Eigenzustand von
A (oder B) verschwindet der Erwartungswert, obwohl der Kommutator nicht Null ist. Gleichzeitig verschwindet in
diesem Fall die Standardabweichung und Gleichung (2) formuliert gar keine Einschrankung [10, S. 129].



durch den Akt der Messung arbeiten, zu ,error-disturbance relations” vom Typ C. Hier handelt es sich
also nicht um per se falsche Argumente. Zu bemangeln ist lediglich, wenn diese verschiedenen Typen
von Unbestimmtheitsrelationen nicht unterschieden oder miteinander verwechselt werden. Wie bereits
erwdhnt, werden wir uns im Folgenden auf den Typ A konzentrieren, obwohl bei der Diskussion einiger
klassischer Beispiele auch die ,Stérungsvorstellung” eine Rolle spielt.

Wahrend Heisenberg 1927 noch kein formale Herleitung von Gleichung (1) angibt und im Besonderen die
,Streuung” Ax noch nicht exakt definiert (er schreibt an einer Stelle, Ax sei ,etwa der mittlere Fehler”
von x [4, S. 175]), wurde die Ungleichung in der Form (1) von Kennard noch im selben Jahr mit Hilfe der
Fourier-Transformation bewiesen. Im Folgenden verwendete auch Heisenberg (etwa in der Chicago Vor-
lesung von 1929 [14]) diese Gleichung als , exakte mathematische Formulierung” seiner Unscharferelati-
on. Hier bezeichnet Ax also die Standardabweichung und dieses Streumal scheint eine gewisse Natiir-
lichkeit zu haben, wenn man die Ursache der Unscharfe tatsachlich mit dem Vorgang der Messung in
enge gedankliche Verbindung bringt. Messfehler folgen ja haufig einer gaulRférmigen Verteilung und fir
diese ist die Standardabweichung ein sinnvolles und tbliches Streumali.

Die meisten Schulblicher (etwa [11,12,15,16]) zitieren die Unscharferelation in der Form von Gleichung
(1), also mit dem Faktorﬁ, obwohl sie das verwendete Streumal’ nicht genauer definieren. In [12, S. 240]

wird zum Beispiel von einer ,mittleren Unbestimmtheit Ax“ und im Kuhn [15, S. 326] von einer ,,mittle-
ren Streuung Ax“ gesprochen. Eine Ausnahme bildet Dorn-Bader [17, S. 430], der zunachst die Beziehung
AxAp, = h einfihrt und Gleichung (1) erst im Zusammenhang mit Wellenpaketen zitiert. Auch hier je-
doch fallt der Begriff ,Standardabweichung” nicht. Die exakte Gleichung (1) einzufiihren, ohne alle ihre
Elemente eindeutig und operational zu definieren, ist sicherlich ungeschickt. Im Folgenden wollen wir
unter ,A“ immer die Standardabweichung verstehen. Wir verwenden die Bezeichnung ,,6“ fiir andere
Unbestimmtheitsmalle, die im jeweiligen Kontext eingefiihrt bzw. abgeschatzt werden.

4 Die Motivation der Unschérferelation am Einfachspalt

Natirlich kann Gleichung (2) innerhalb der Schulphysik nicht behandelt werden. Somit kann auch der
Spezialfall (Gleichung 1) lediglich motiviert und plausibel gemacht werden. Eine griindliche Ubersicht
Uber die verschiedenen Strategien geben Miller und Wiesner in [18]. Haufig wird die Beugung eines
Elektronenstrahls mit Impuls |p| =p am Einfachspalt

3
x

betrachtet (siehe Abb. 1, dieses Beispiel geht auch auf
Heisenberg [9, S. 23] zuriick). Das Argument lautet etwa
im Metzler [11, S. 397]: Die Ortsunscharfe ist gleich der
halben Spaltbreite 6x = d/2, wahrend die Impulsun- RS 7
scharfe durch das Minimum der 1. Ordnung am Schirm 1—:3);;:4,1“ i | 4P i

abgeschatzt werden kann (diese &p-Abschétzung ist
sinnvoll, da z. Bsp. mit den Parameterwerten aus Abb. 2

ein Flachenanteil von ca. 90% im Hauptmaximum liegt).

Aus sina = % fur den Winkel des 1. Minimums, der de

. . h . 5Dx Abb. 1 Plausibilitdtsbetrachtung zur Unschérferelation
Broglie Beziehung p = 1 und sina = ol folgt: ,wischen Ort und Impuls (aus [11, S. 397]). Die hier
mit ,A” gekennzeichneten GroBen werden in unserem

Text mit ,,6“ bezeichnet.



0X " 0p, = E. Vollkommen zu Recht geniigen an dieser Stelle ein numerisches Ergebnis in der richtigen
Px =3

GroBenordnung sowie das (anscheinend) erwiinschte qualitative Verhalten zwischen Orts- und Im-
pulsunscharfe. Allerdings ist die Herleitung fachlich und fachdidaktisch nicht unproblematisch. Miiller
und Wiesner [18] haben darauf hingewiesen, dass aus dp, = |p| - sin a eine obere Schranke fur die Im-

pulsunscharfe folgt (6p, < |p|). Diese GroRe kann also gar nicht beliebig anwachsen und ab éx < % (also

einer Spaltbreite unterhalb der Wellenlange) wird die Unschérferelation sogar verletzt. AuRerdem unter-
stutzt dieses Argument die Fehlvorstellung von Teilchenbahnen zwischen Spalt und Schirm — man be-
trachte nur die suggestive Abbildung 1, bei der der Impulspfeil p die Existenz einer entsprechenden Teil-
chenbahn fir das Elektron nahelegt. Wir wollen das Augenmerk jedoch noch auf einen anderen Punkt
lenken: Die Impulsunscharfe wurde bei obigem Argument durch die (halbe) Breite des Hauptmaximums
abgeschéatzt — und nicht durch die Standardabweichung. Erstaunlicherweise kann dieses System mit Hilfe
von Gleichung (1) auch nicht sinnvoll analysiert werden: Setzt man etwa als Ortswellenfunktion am Spalt

eine Rechteck-Funktion: ¥(x) = \/% fur |x| < a und

Null sonst (a ist also die halbe Spaltbreite d), ergibt
le@)I* | sich durch Fourier-Transformation die folgende Wel-
lenfunktion im Impulsraum:

_ L _ipxg, _ [a.sinGp) ;

D o(p) = mfl,l}(x)e dx = \/; e GemaR der

: intuitiven Erwartung ist die Breite des Hauptmanxi-
mums der Wahrscheinlichkeitsverteilung |¢(p)|? fiir

X 2
pel den Impuls (siehe Abb. 2, gestrichelte Linie) umge-

: kehrt proportional zur Spaltbreite d = 2a. Man be-
o achte, dass die (quadrierte) Wellenfunktion im Impuls-
" raum gerade der rdumlichen Beugungsfigur am Einzel-

’

spalt entspricht (Dieser Zusammenhang gilt ganz all-
Abb. 2 Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ort [1|2und die gemein fir die Fraunhofer-Beugung, d.h. die Beu-
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls |$|* (gestri-  gungsfigur im Fernfeld ist gleich der Fouriertransfor-
chelte Linie) am Einzelspalt (a=2). i .

mierten der beugenden Struktur). Bemerkenswert ist

nun aber folgende Beobachtung: Wahrend die Stan-

dardabweichung fiir den Ort endlich ist und in GréBenordnung der Spaltbreite liegt (4x = \/%), divergiert

die Standardabweichung des Impulses: 4p = +/ [ p?|¢(p)|>dp = . Dies erkennt man im Ubrigen auch
ohne Rechnung: Bei der Definition der Standardabweichung geht ein p?-Term ein wihrend der Ausdruck

|p(P)|? nur wie = fallt. Uber die gesamte reelle Achse integriert muss dieser Ausdruck also unendlich
pZ

sein. Dies gilt, obwohl fast die gesamte Flache unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung im Hauptmaxi-
mum konzentriert ist (vgl. Abb. 2). Vollstandig unintuitiv ist diese Eigenschaft auch deshalb, weil flr
a — o die Verteilung |¢(p)|? sogar zu einer ,§-Funktion“ wird. Durch dieses Ergebnis wird die Unglei-
chung (1) natdrlich nicht verletzt, aber irrelevant. Durch eine Modifikation der Ortswellenfunktion kann
dieses Problem ad hoc behoben werden (etwa durch einen Verzicht auf die unstetigen Kanten des
Spalts), aber das Grundproblem bleibt bestehen: der p?-Term in der Definition der Standardabweichung
sorgt fur eine starke Gewichtung der Flanken und dadurch ist die Standardabweichung fiir viele Vertei-
lungen ein ungeeignetes Mal fir die Breite der Verteilung. Dieses Argument lasst sich auch auf das be-



rihmte Heisenbergsche y-Strahl Mikroskop ausdehnen. Tatsachlich ist dieses Gedankenexperiment ja
auch mathematisch dquivalent zur Beugung am Einzelspalt, denn hier wirkt die Apertur des Mikroskops
als beugende Struktur und das Rayleigh-Kriterium fiir den noch trennbaren Winkel entspricht dem 1.

Beugungsminimum sina = %. Mithilfe von Gleichung (1) kann also noch nicht einmal Heisenbergs Para-

debeispiel fiir die Unscharferelation analysiert werden.

Ein UnbestimmtheitsmaR anzugeben, das weniger stark die Flanken gewichtet und tatsachlich die Breite
der Verteilung misst, die einen GroRteil der von ihr begrenzten Flache abdeckt, ist tatsachlich nicht
schwierig. In [2] wird vorgeschlagen, dass kleinste Intervall W (&) auszuzeichnen, in dem der Anteil a (z.
Bsp. & = 0,9) der Flache der Verteilung liegt. Fiir den Ort heiRt das:

Wx
Yot~

| weord=a @3)

Xo——5=

Diese GroRe nennen Uffink und Hilgevoord [10] ,overall width” (wir wollen sie im Folgenden ,totale
Breite” nennen). Eine analoge KenngréRe W, kann fir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Impulses defi-
niert werden. Diese Definition einer Unscharfe ist duferst intuitiv und mag vielleicht sogar trivial er-
scheinen. Allerdings ist die Frage, ob zwischen den so definierten GroRen eine Unbestimmtheitsrelation
besteht, damit natiirlich noch gar nicht entschieden! Dieser Beweis wurde erst 1961 von Landau und Pol-
lak [19] angegeben. Sie konnten zeigen, dass fiir Variablen, die durch eine Fourier-Transformation ver-
kniipft sind (und bei a > % ) tatsachlich die Unbestimmtheitsrelation:

W, W, = h-(Q2a - 1)? (4)

gilt. Es handelt sich bei dem Erstautor von [19] Gbrigens nicht um den sowjetischen Physiker Lew Landau,
sondern um den amerikanischen Mathematiker Henry Landau, der zusammen mit Henry Pollak bei den
Bell Laboratorien arbeitete. Dieses Resultat wurde also kurioserweise im Kontext der Signalverarbeitung
und Nachrichtentechnik gewonnen.

Dass die Ubliche Formulierung der Unscharferelation (Gleichung (1)) zu schwach ist, um die Beugung am
Einfachspalt zu analysieren, und diese Beispiele
fur das Unschérfeprinzip erst Gber 30 Jahre nach
seiner semi-klassischen Behandlung formal ge-
I6st wurde, ist sicherlich erstaunlich. Jedoch er- o B
scheint Gleichung (4) als eine eher kleine Modifi- 8p, ~ 24p Ih
kation von Beziehung (1). Wenn wir uns nundem _? . 24 I 24p
Doppelspalt zuwenden, werden wir erkennen,

dass hier zusatzlich ein vollstandig anderer Typ

von ,,Unbestimmtheit” auftritt. Dadurch wird die
Interpretation der ,Unscharferelation(en)” wei- /

ter verdeutlicht.

Abb. 3 lllustration des Argumentes von Bohr zur Anwendung
der Unschéarferelation am Doppelspalt.



5 Die Unscharferelation und der Doppelspalt

In Abschnitt 2 hatten wir erwahnt, dass die Interferenz am Doppelspalt von z. Bsp. Elektronen und die
Unmoglichkeit, diesen Objekten innerhalb der Gblichen Quantenmechanik eine Bahn zuzuordnen, von
einigen Autoren als Beispiel fiir das ,,Unschéarfeprinzip” angesehen wird. Die Frage lautet also, ob es mog-
lich ist, den Spalt zu bestimmen, durch den ein Elektron dringt und dennoch Interferenz am Schirm zu
beobachten. Der Vorschlag fiir ein solches Experiment zur Widerlegung der Quantenmechanik wurde
1927 von Einstein gemacht und von Bohr zurlick gewiesen [20]. Die Grundidee Bohrs beruht dabei auf
der Anwendung der Unscharferelation auf die Gerate der Anordnung selbst (Spalt oder Schirm) und nicht
auf die Elektronen. In leicht abgewandelter Form lautet die Argumentation von Bohr: Um auf die Spalt-
o6ffnung zu schlieRen, durch die das Elektron gedrungen ist, schlagt Einstein eine Impulsmessung an eben
diesem Spalt vor (er sei zu diesem Zweck an einer Feder befestigt, dessen Auslenkung gemessen werden

kann). Je nach durchquertem Spalt kommt es namlich zu einer Differenz des Transversalimpulses des

Teilchens, die = ZA% betrdgt (mit den Bezeichnungen wie in Abb. 3). Der Spaltimpuls P, muss also eine

geringere Unscharfe besitzen. Aus §X - § P, = h folgt somit §X > %. Diese notwendige Unbestimmtheit

der Spalt-Position X ist jedoch gréfier als der Abstand der Interferenzstreifen. Daraus folgt, dass diese
»,ausgewaschen” werden, d.h. nicht mehr beobachtbar sind. Man erkennt, dass die Argumentation auf

der Abhdngigkeit von der Langenskala A beruht (Spaltabstand ~A und Interferenzstreifenbreite ~ %).

Prifen wir erneut, ob dieses semi-klassische Argument mit Hilfe von Beziehung (1) formalisiert werden
kann. Konzeptionell ist es leichter, die Unscharferelation auf die Teilchen selbst anzuwenden — und nicht
auf den Spalt bzw. Schirm. Zur mathematischen Analyse wahlen wir erneut eine Rechteckfunktion fiir die
Ortsverteilung am Spalt. Die Impulsverteilung ergibt sich ebenfalls durch Fourier-Transformation und
entspricht natlirlich wieder dem raumlichen Interferenzmuster am Schirm (siehe Abb. 4). Wir verzichten
diesmal auf die Angabe der mathematischen Ausdriicke. Wie im Falle des Einzelspalts bezeichnet a die
halbe Spaltbreite. Nun tritt die bereits erwdhnte zusatzliche Langenskala A auf, namlich der halbe Ab-
stand zwischen den Spaltzentren. Ebenfalls in Abb. 4 ein-
gezeichnet ist das Quadrat der Fouriertransformierten
des Einzelspalts, also die Einhillende der Impulsvertei-
lung am Doppelspalt.

Um den Spalt zu bestimmen, durch den das Elektron
dringt, muss die raumliche Unbestimmtheit am Spalt
kleiner als die Spaltbreite sein: dx < 2A . Diese Bedin-

gung erfiillen sowohl die Standardabweichung von ||?
als auch die totale Breite W, () (wenn fir a eine sinn-

volle Wahl getroffen wird). Die Interferenzfigur ist jedoch | 7

nur dann sichtbar, wenn die Impulslauflésung unterhalb T a
der Breite der Interferenzstreifen liegt (wir sprechen von A
»Interferenzstreifen” obwohl wir hier natirlich nicht die aApb. 4 wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ort [1)|?

raumliche Verteilung, sondern die Wahrscheinlichkeits- (Kastenfunktion) und den Impuls || (gestrichelte
Kurve) am Doppelspalt. Die Einhiillende der gestri-

chelten Linie ist die Impulsverteilung des Einzelspalts
(mit: a=1 und A=3).

dichte im Impulsraum beschreiben). Die Standardabwei-



chung ist nattrlich immer noch ungeeignet (auch hier gilt Ap = o), aber das Streumall W}, (a) ist eben-
falls nicht sensitiv auf diese GroRe, da es mit % skaliert, also die Breite der Einhiillenden misst. Gesucht

wird hier jedoch ein MaR fur die Feinstruktur des Interferenzmusters. Fir diese GroRe haben wir noch
keine KenngréRe und in diesem Sinne kann das Bohrsche Argument gar nicht mit Hilfe der Unschérfere-
lation (1) formalisiert werden. In Uffink und Hilgevoord [21, S. 943] wird zu diesem Zweck die KenngrolRe
,Translationsbreite” w eingefiihrt. lhre genaue Definition ist etwas technisch und verwendet die Auto-
korrelationsfunktion der Verteilung. Vereinfacht ausgedriickt handelt es sich bei w um das kiirzeste In-
tervall, um das eine Verteilung verschoben (daher die Bezeichnung) werden muss, um von der urspriing-
lichen (d.h. nicht verschobenen Verteilung) unterschieden werden zu konnen. Diese Breite ist also nach
dem Vorbild des Auflésungsvermogens (etwa in der Optik) modelliert. Fiir Funktionen mit nur einem
ausgepragten Maximum (z. Bsp. die Impulsverteilung beim Einfachspalt) fallen die beiden KenngréRen
W, und wy, (man beachte die GroRR- und Kleinschreibung!) zusammen. Im Falle des Doppelspalts gilt hin-

gegen Wp~%. Die Gute der Auflésung kann bei dieser KenngroBe durch einen Parameter 3 quantifiziert

werden. Unter der Bedingung 8 < 2a — 1 beweisen Uffink und Hilgevoord [21] die folgende Unschar-
febeziehung fiir GroRen, deren Verteilungen durch eine Fourier-Transformation miteinander verknipft
sind:

Wy wy 2 C'(a, B) (5)

Hier bezeichnet C'(a, ) = % » arcos (H/jT_a) Wahlt man etwa a@ = 0,95 und B = 0,75 liegt C’ in der

GroRenordnung von % Die Gleichung (5) hat eine strukturelle Ahnlichkeit mit der aus der Optik bekann-

ten Beziehung zwischen der Weite der Apertur (~W, ) und dem Auflésungsvermégen des optischen Ge-
rates (~wp). Im Ubrigen wird hier exakt das Bohrsche Argument formalisiert: eine VergréBerung des
Spaltabstandes verkleinert den Abstand der Interferenzstreifen und umgekehrt.

Dieses Ergebnis kann nun in einen groReren Zusammenhang gestellt werden, denn die verschiedenen
KenngroRen entsprechen auch zwei verschiedenen Begriffen von ,,Unbestimmtheit” bzw. ,, Wahrschein-
lichkeit”. Diese beiden Bedeutungen sind aus anderen Kontexten von Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik wohl bekannt: Es kann (i) bei bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ausgang einer Mes-
sung vorausgesagt werden, oder es kann (ii) aus dem Ausgang einer Messung auf die zugrunde liegende
(unbekannte) Verteilung geschlossen werden.

Das MalR W (totale Breite) ist nun eine typische KenngrofRe zur Quantifizierung einer Wahrscheinlichkeit
im Sinne von (i). Je kleiner das Intervall W ist, desto sicherer kann ein Ereignis, dass mit der zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeitsdichte verteilt ist, vorausgesagt werden. Die , Translationsbreite” quantifi-
ziert hingegen eine Wahrscheinlichkeit im Sinne (ii). Hier wird versucht, von einem Messergebnis auf die
Verteilung zu schlieRen, und dies gelingt umso genauer, je geringer die ,,Uberschneidung” (also je groRer
die Unterscheidbarkeit) zwischen den alternativen Verteilungen (oder in der Sprache der Quantenme-
chanik: zwischen den Zustdnden) ist.

Bei der Beugung am Einzelspalt liegt der Fall (i) vor, d.h. das Streumal ,totale Breite” W gestattet, den
Ausgang einer Messung vorauszusagen und die Gleichung (4) ist in diesem Sinne eine Aussage Uber das,
was gleichzeitig vorausgesagt werden kann [10, S. 129]. Konkret quantifiziert Gleichung (4), dass die Gii-



te von Orts- und Impulsvorhersage nicht gemeinsam beliebig hoch sein kann. Wie in Abschnitt 3 erlau-
tert, muss auf die tatsachliche Messung dabei nicht rekurriert werden.

Bei der Analyse des Unscharfeprinzips am Doppelspalt missen jedoch beide Bedeutungen betrachtet
werden: die Ortsunscharfe W, ~A ist eine Unscharfe in dem Sinne der Vorhersage eines Messausgangs.

Diese Vorhersage wird umso genauer, je kleiner die totale Weite der Ortsverteilung ist, d.h. je starker die
1
A
Feinstruktur der Impulsverteilung und gestattet keinen Schluss auf die Wahrscheinlichkeit, einen be-

moglichen Messausgange konzentriert sind. Die Impulsunschdrfe wy,~~ hingegen misst die Breite der
stimmten Impulswert zu messen. SchlieBlich konzentriert sich im Intervall w;,, um das Maximum gar kein
groRer Teil der Fliche unter der der |¢p|?-Verteilung (Fiir die Parameterwerte aus Abb. 4 liegt z. Bsp. nur
eine Flache von einem Drittel im Hauptmaximum). Vielmehr ist die Unscharfe hier mit der Genauigkeit
verknipft, auf den quantenmechanischen Zustand zu schlieRen — etwa auf die Richtung des einlaufenden
Strahls. Zu beachten ist, dass dieser Typ einer Unscharfe (im Jargon dieses Arbeitsgebietes ,state estima-
tion” genannt) von der Klassifikation aus Abschnitt 2 nicht erfasst wird. Hier liegt ein Gegenstand aktuel-
ler Forschung [22].

Ironischerweise umgehen die Schulblicher diese Probleme durch die Vermeidung der genauen Definition
des Streumales. Da jedoch, wie bereits erwdhnt, fast alle Schulblicher die Gleichung (1) mit dem Faktor

ﬁ zitieren, scheint es sich hierbei lediglich um einen gliicklichen Zufall zu handeln. Auch beim nachsten

Punkt werden wir der kuriosen Situation begegnen, dass der schulische Verzicht auf den mathemati-
schen Apparat der Quantentheorie dazu fiihrt, verbreitete Missverstandnisse bei seiner Interpretation zu
vermeiden.

6 Die Unscharferelation zwischen Energie und Zeit

Schul- und Hochschullehrbiicher fiihren neben der Impuls-Orts-Unschéarfe ebenfalls eine analoge Bezie-
hung fir Energie und Zeit ein:

AE - At > % (6)

In [15, S. 345] sogar mit dem Faktor ﬁ, in vielen anderen Schulbtichern meist in der Form ,AEAt > h".

Bekanntes Beispiele fiir die Anwendung der Gleichung (6) sind etwa der Zusammenhang zwischen Li-
nienbreite (4E) und Lebensdauer (4t) eines Zustandes. Allerdings erkennt man einen abweichenden
Charakter dieser Beziehung, denn die GroRe At ist hier ja keine ,,Unscharfe” oder ,,Ungenauigkeit”, son-
dern die ,, Dauer” eines Zustandes (die in der Regel lbrigens extrem genau bekannt ist). Die Hochschul-
texte (aber auch Miiller und Wiesner in [23]) beeilen sich deshalb auch darauf hinzuweisen, dass die Be-
ziehung (6) einen konzeptionell vollstdndig anderen Status als Gleichung (1) hat. Der Grund liege darin,
dass die Energie-Zeit-Unscharfe nicht als Spezialfall aus Gleichung (2) folgt, da es keinen ,Zeitoperator”
gibt. Diese angebliche Asymmetrie zwischen Ort (fiir den es einen Operator gibt) und Zeit wird in vielen
Darstellungen der Quantenmechanik als besonderes Merkmal hervorgehoben. Jedoch hat Jan Hilgevoord
[24] darauf hingewiesen, dass es sich hier tatsdachlich um einen Kategorienfehler handelt. Tatsachlich ist
der Ortsoperator g die dynamische Variable eines materiellen Objektes. Dieser beschreibt den Ort dieses
Objektes in Raum (und Zeit) und darf mit den Raumpunkten selber (etwa durch kartesische
ten x, y, und z gekennzeichnet) nicht verwechselt werden. Aus diesem Grunde ist die Schreibweise ,4q“



dem verbreiteten ,, Ax“ auch vorzuziehen, um die Verwechslung nicht noch zu provozieren. Unsere eige-
ne Darstellung hat sich bisher ebenfalls dieser verbreiteten aber irrefiihrenden Notation angepasst. Ei-
nen Zeitoperator gibt es nun in der Quantenmechanik genau so wenig, wie einen universellen ,,Raum-
operator”, denn weder Raum-Koordinaten noch die Zeit-Koordinate sind quantisiert. Eine Verwechslung
dieser Konzepte kann nun leicht durch die haufig betrachteten ,,Punktteilchen” entstehen, bei denen der
Ort tatsachlich genau einem Raumpunkt entspricht.

Die Herleitung der oben erwdhnten Unscharfe zwischen Lebensdauer §t und Linienbreite §E kann nun in
vollstandiger Analogie zu Gleichung (5) erfolgen [10, S. 133]. Erneut ist die Standardabweichung ein un-
taugliches Mal, da sie z. Bsp. fiir eine typisches Energiespektrum (,Breit-Wigner Verteilung®) divergiert.
Fir die Energieverteilung eines Zustandes kann jedoch genauso wie fir die Ortsverteilung eine totale
Breite definiert werden. Die Zeitunscharfe kann wie der Impuls im Doppelspaltversuch als ,Translations-
breite” definiert werden — hier jedoch auf eine Translation in der Zeit bezogen. Inhaltlich bedeutet dies,
dass diese Translationsbreite die Zeit misst, in der der Zustand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
noch nicht zerfallen ist. Diese Definition nimmt gar keinen Bezug auf die Operatorwertigkeit der betref-
fenden GréRe und leidet deshalb auch nicht an der Tatsache, dass es keinen universellen Zeitoperator
gibt.

Der komplexe Gegenstand der Energie-Zeit-Unscharfe ist damit jedoch nur angerissen. Grundsatzlich
missen die betrachteten Systeme gesondert analysiert werden und es lassen sich eine ganze Reihe ver-
schiedener Typen von Unscharferelationen zwischen den jeweiligen Energie- und Zeitskalen angeben;
siehe etwa [24,25]. Gleichzeitig jedoch sind einige (auch in Schulblichern) verbreitete Deutungen der Be-
ziehung (6) unhaltbar: Die Behauptung, dass die Genauigkeit einer Energiemessung in einer Unbe-
stimmtheitsbeziehung zur Messdauer steht (im Sinne von ,je kiirzer die Messung, desto ungenauer das
Ergebnis”) ist unzutreffend [25, S. 77ff] und die oft behauptete Mdglichkeit, die Energieerhaltung fir
kurze Zeit zu verletzen, ist ebenfalls unzutreffend [24, S. 1455].

7 Zusammenfassung

Unter der Bezeichnung ,Heisenbergsche Unscharferelation” fasst man verschiedene zusammenhangen-
de aber sinnvoll zu unterscheidende Typen von Ungleichungen zusammen, die prinzipielle Grenzen der
Praparation bzw. Messung an quantenmechanischen Systemen beschreiben. Unsere Darstellung hat sich
auf den Typ A konzentriert (vgl. Abschnitt 2). Hier ist die Unscharferelation grundsatzlich eine Aussage
Uber die Grenzen der Praparation bzw. Voraussagbarkeit von Messergebnissen. Anders formuliert: in der
Quantenmechanik gibt es keine Zustdnde, die gleichzeitig einen exakten (z. Bsp.) ,,Ort” und , Impuls” ha-
ben. Gleichzeitig zeigt die Diskussion der Unscharfe am Doppelspalt, dass der Schluss von einer Messung
auf den zugrunde liegenden Zustand ebenfalls einer prinzipiellen Unbestimmtheit unterliegt.

Mithilfe der mathematisch einfach zu definierenden Standardabweichung wurden bereits Ende der 20er
Jahre allgemeine Formulierungen dieses Zusammenhangs bewiesen. Allerdings zeigt sich, dass mit dieser
Formalisierung die quantitative Diskussion z. Bsp. der Beugung an Einfach- und Doppelspalt nicht gelingt.
In diesem Sinne ist Gleichung (1) (bzw. fir beliebige Operatoren Gleichung (2)) keine allgemeine Form,
das ,Unscharfeprinzip” auszusprechen und andere sinnvolle ,Streu-“ bzw. , UnbestimmtheitsmaRe”
missen (und kdnnen) in den jeweiligen Situationen eingefiihrt werden. SchlieBlich ist es irrefiihrend, der



Energie-Zeit Unscharfe einen grundsatzlich anderen Status einzurdumen. Dynamische Grofien, die einen
einfachen Zusammenhang zur GréRe ,Zeit” haben, kdnnen fir die Formulierung vollwertiger Unscharfe-
relationen zwischen diesen GréRen verwendet werden (Systeme, deren dynamische GroRen diese Eigen-
schaft haben, werden umgangssprachlich als ,Uhren” bezeichnet). In anderen Fallen spielen die alterna-
tiven UnbestimmtheitsmaRe, die bei der Behandlung von Einzel- und Doppelspalt eingeflihrt wurden,
eine wichtige Rolle.

Diese umfangreiche Klarung fachlicher Fragen ist eine sinnvolle Voraussetzung fiir die didaktische Analy-
se. Wir stellen fest, dass die schulbuchibliche Praxis, auf eine exakte Definition des Streumalles zu ver-
zichten, einen (vermutlich) gliicklichen Zufall darstellt. Durch den in der Schulphysik natirlich notwendi-
gen Verzicht auf Hilbertraum-Operatoren und Erwartungswerte erliegt die unterrichtliche Darstellung
nicht dem Fehler, in der eleganten Operator-Beziehung (2) den allgemeinen und einzigen mathemati-
schen Ausdruck des Unscharfeprinzips zu sehen.? Vor diesem Hintergrund ist eine heuristische Motivati-
on im Sinne der friihen Heisenbergschen Originalarbeiten fachlich angemessener, als in der Regel ange-
nommen wird. Sinnvoll kann die Unscharfebeziehung dann aber nur in der Form 8x-8p £ h oder
6x * &p = h angegeben werden. Die Parallelisierung der Unscharfebeziehungen zwischen Ort und Impuls
auf der einen Seite und typischen Energie- und Zeitskalen auf der anderen Seite, stellt ebenfalls nicht
den groben fachlichen Fauxpas dar, als den es die libliche Lehrbuchdarstellung der theoretischen Physik
ausgibt.

Zur Verknlpfung der Unbestimmtheitsrelation mit dem Doppelspaltexperiment und dem konzeptionel-
len Punkt, dass einem Quantenobjekt in der Ublichen Formulierung keine Bahn zugeordnet ist, kann
durchaus auf die semi-klassische Argumentation von Bohr zuriickgegriffen werden. Dem Missverstand-
nis, dass die Unbestimmtheit nur ein Artefakt der ,Storung” durch die Messung darstellt, kann hier wir-
kungsvoll begegnet werden. Der besondere Charme der Betrachtung von Einfach- und Doppelspalt liegt
zusatzlich darin, dass die Interferenzfiguren der Fraunhofer-Beugung der Fourier-Transformation der
beugenden Struktur entsprechen. Hier werden also tatsachlich quantenmechanische Impulsverteilungen
sichtbar gemacht.
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